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Ueber Gruppen, deren sämmtliche Theiler Normaltheiler sind. 
Von 
R. DEDEKIND in Braunschweig. 
Die vorliegende Untersuchung, welche ich in den ersten Herbst-
wochen des Jahres 1895 begonnen und beendet habe, ist durch die 
Frage nach allen denjenigen endlichen Zahlenkörpern veranlasst, deren 
sämmtliche Divisoren Normalkörper sind. Ist R die Gruppe aller 
Permutationen ffJ eines Normalkörpers Q, so gehört bekimntiich zu 
jeder Gruppe S, welche ein Theiler von R ist, ein bestimmter Körper 
Q', nämlich der Inbegriff aller derjenigen Zahlen in Q, welche durch 
jede Permutation der Gruppe S in sich selbst übergehen, und um-
gekehrt gehört jeder Divisor von Q, d. h. jeder in Q enthaltene Körper 
Q' zu einer bestimmten in R als Theiler enthaltenen Gruppe S; die 
Bedingung aber, dass Q' wieder ein Normalkörper ist, besteht darin, 
dass S ein Normaltheüer*) von R, also immer 
(1) ffJ-1 SfJJ = S, SfJJ = qJS 
ist, wo fJJ jedes beliebige Element der Gruppe R bedeutet~ Der auf 
die Gruppentheorie bezügliche Theil der obigen Frage kommt daher 
auf die Aufgabe zurück, die allgemeinste Form einer Gruppe R zu 
finden, deren sämmtliche Theiler S Normaltheiler von R sind. 
Zu diesen Gruppen R gehören offenbar alle .Abel'schen, d. h. die-
jenigen Gruppen, deren Elemente sämmtlich mit einander permutabel 
sind; ihr Bau darf als hinreichend bekannt vorausgesetzt wer.den, und 
es handelt sich daher nur noch um die Form der nicht Abel'schen 
*) Diese Benennung, welche H. Weber in seinem Lehrbuch de!r Algelwa 
(Bd. I, 1895, S. 511) eingeführt hat, scheint mir aus mehreren Gründen zweck: 
mässiger, als die sonst gebräuchlichen eines amgeseichneten oder invarianten oder 
eigentlichen 'raei1'6rs; welche letztere Bezeichnung ich in meinen Göttinger Vor-
lesungen {1857.'-"1858)· im Anschluss an eine Ausdrucksweise von Galoi s benutzt 
habe. Sind R, 8 irgend zwei verwandte, d. h. solche Gruppen, die ein gemein-
sames Mtil.tiplmn bel!itzim, "imd· bedeutet cp jedeS' Element von R, so empfiehlt 
es sich aus ,algebraisChen Gründen, den grössten gemeinsamen Theiler aller 
Gruppen ~-1 8rp die Norm von' 8 in Bezug auf R zu nennen. 
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Gruppen R, welche ich im Folgenden Ham~1ton'scke Gruppen nennen 
W6lde. Die einfachste oder kleinste solche Gruppe R ist nämlich die-
jenige Gruppe achten Grades, welche sechs . verschiedene Elemente 
vierten Grades enthält und welche wegen ihrer innigen Beziehungen 
:t.u Hamilton's berühmter Zahlenschöpfung die Quaterniongruppe Q 
heissen mag. Sodann ergiebt sich das durch seine enge Umgrenzung 
überraschende Resultat, dass die allgemeinste Hamilton'sche Gruppe 
die Form · 
(2) R = PQ 
besitzt, wo P die Abel'sche Gruppe aller derjenigen Elemente in R 
bedeutet, welche mit jedem Element von R permutabel sind; diese 
Gruppe P unterliegt nur den beiden Bedingungen, dass sie kein einziges 
Element vierten Grades, wohl aber das in der , Quaterniongruppe Q 
befindliche Element zweiten Grades enthält. 
§ 1. 
Die Quaterniongruppe Q. 
Man kann dieselbe (wie in der Einleitung) als Gruppe achten 
Grades definiren, welche sechs verschiedene Elemente vierten Grades 
enthält; die letzteren bilden offenbar drei Paare von je zwei reciproken 
Elementen und mögen mit a, a-1, ß, {:J-1, r, r-1 bezeichnet werden; 
ausser dem Hauptelemente 1 muss Q endlich noch ein Element E vom 
zweiten Grade enthalten. Es ist also 
(3) c2 = 1, 
(4) a2=a-2=ß2=ß-2=r2=r-2=c, 
(5) ca = ac = a-1, cß = ßE = {:J-1 , Ef = fE = r-1 , 
(6) Ea-1 = a-1E = a, E{:J-1 = ß-1E = ß, &f-1 = "-1E = f· 
Da nun das Product ß r keine Potenz von ß oder r sein kann (weil 
sonst r = ß± 1 wäre), so muss es mit einem der beiden übrigen Ele-
mente a± 1 identisch sein. Offenbar dürfen wir die Bezeichnung der 
Elemente von Q so wählen, dass ßr=a wird; da hieraus ßra=a2==ß2 
und aßr = a2 = r 2 folgt, so ergiebt sich 
(7) ßr=a, ra=ß, aß==r· 
Aus (ßr)(rß) = ß(r2) ß = ß(ß2) ß = ß4 = 1 folgt ferner, dass ßr 
und r {J reciproke Elemente sind; aus (7) ergiebt sich daher 
(8) ''rß=a-1, ar=ß-1, ßa=y-1. 
Aus (7) und (8) folgen auch die Producte der reciproken Elemente 
(9) 
(lO) 
y-1(:J-1 = a-I, a-1"-1 = (:J-1, 
[:J-1"-1 = a, r-1a-1 = ß, 
ß-1a-1 = "-1, 
a-1ß-1 = i'· 
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Da ferner 
(11) aa-1 = a-1a = ßß-1 = (j-1ß = ""-1 = "-1" = 1, 
so ergeben sich aus den vorhergehenden Gleichungen auch die Producte 
(12) "ß-1 = r1ß = a, ß"-1 = (j-1" = a-t, 
(13) arl = a-1" = ß, "a-l = "-la = ß-1, 
(14) ßa.-1 = ß-1a = r, aß-1= a-lß = "-1. 
Die Compositionstabelle der Quaterniongruppe ist daher die folgende: 
11 1 I E I a-t I a. j ß-l I ß I "-1 I r 
1 1 
E E 1 ß-1 r 
a-1 1 E 
1 r 
ß ß ß-1 r y-1 1 e a.-1 a. 
~ {j-1 -ß-~~-"--E--1--a- a-1 
r r E 
"-~ II "-1 I r E 1 
wo das durch die Zeile tp und Spalte 1/J bestimmte Feld das Product 
rp 1/J enthält. -
Statt von der obigen Definition der Quaterniongruppe Q kann 
man auch von der folgenden ausgehen: die Gruppe Q wird durch 
zwei nicht permutabele Elemente a, ß erzeugt, welche den Bedingungen 
(15) ßaß = a, a.ßa = ß 
genügen. Führt man nämlich das dritte Element r =aß ein, so 
nehmen diese Bedingungen die Form (7) an, woraus alle anderen 
Relationen leicht folgen. Durch Multiplication der ersten Gleichung 
(7) mit a. ergiebt sich zunächst a2 = ßra = aßr; mit Rücksicht auf 
die zweite und dritte Gleichung (7) kann man daher das vierte 
Element E durch 
E = a2 = (12 = f2 
einführen, welches folglich mit a, ß, r permutabel 
folgende Gleichung 
(ßr) (ra) (aß)= aßr 
ist; die aus (7) 
ist daher identisch mit e3 = e, also mit (3), und hieraus folgen offenbar 
die übrigen Gleichungen, also alle Compositionen der Tabelle. Da 
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wir ferner angenommen haben, dass die beiden erzeugenden Elemente 
a, fJ nicht permutabel sind, so ist r = afJ verschieden von r-1 ={Ja, 
mithin a = r2 verschieden von 1, d. h. a ist vom zweiten, und a, fJ, y, 
a-1 , p-1 , y-1 sind vom vierten Grade; man überzeugt sich auch leicht, 
dass alle .diese Elemente von einander verschieden sind. -
Mag man aber von der einen oder der anderen Definition aus-
gehen und so zu der obigen Tabelle gelangen, so ist hiermit die 
E:dstene der Gruppe Q noch nicht vollständig erwiesen; es muss be-
kanntlich noch gezeigt werden , dass sowohl aus q; 1/J = q; X, wie aus 
1/J q; = x rp immer . 'l{l = X folgt, und dass ausserdem das Associations-
gesetz ( q; 1/J) x = q; ( 7/J x) gilt. Die erstere Eigenschaft ergiebt sich zwar 
leicht aus dem Anblick der Tabelle, welche in jeder Zeile, wie in 
jeder Spalte lauter verschiedene Elemente enthält; aber die V erification 
des Associationsgesetzes, wenn sie sich auch auf manche Art abkürzen 
lässt, würde doch schon ziemlich lästig sein. In solchen .Pällen pflegt 
das einfachste V erfahren, um die Existenz einer durch erzeugende 
Elemente definirten Gruppe nachzuweisen, darin zu bestehen, dass 
man dieselbe als Theiler einer schon bekannten Gruppe G darstellt, 
weil dann die beiden obigen Gesetze von selbst erfüllt sind. Für unser 
Beispiel genügt es die symmetrische Gruppe G aller TT {8) Versetzungen 
von acht verschiedenen Dingen a, b, c, d, a', b', c', d' zu betrachten; 
benutzt man die bekannte Bezeichnung der Cykeln und setzt 
( 16)' 
IX= (dad'a') (cbc'b'), 
fJ = (dbd'b') (aca'c'), 
r = (dcd' c') (bab' a'), 
a = (aa') (bb') (cc') (dd'), 
so erfüllen die beiden nicht permutabelen Elemente IX, fJ der Gruppe G 
wirklich die beiden Bedingungen (15), und folglich muss die von ihnen 
erzeugte Gruppe, welche ein Theiler von G ist, mit unserem System Q 
der acht verschiedenen Elemente 1, E, IX, ß, r, a-1 , {J-1 , r- 1 iden-
tisch sein. 
Diese Gruppe Q, deren Existenz hiermit gesichert ist, verdient 
den Namen der Quaterniongruppe zunächst wegen der augenscheinlichen 
Analogie zwischen der Composition der drei Elemente vierten Grades 
IX' fJ' r und der Multiplication der drei Hamilton'schen imaginären 
Einheiten i, j, k; es findet aber, wie ich schon im Februar 1886 er-
kannt habe, eine noch tiefer liegende Beziehung zwischen der Gruppe 
Q und Hamilton's Quaternionen statt, von welcher demnächst an einem 
anderen Orte gehandelt werden soll. Damals habe ich auch schon 
Normalkörper gebildet, deren Permutationsgruppe mit Q identisch ist; 
ein einfaches Beispiel, welches unendlich viele Specialfälle umfasst, 
liefert die Gleichung 
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ro2 = r(2 + y2) (3 + Jl'6), 
wo r irgend eine von Null verschiedene rationale Zahl bedeutet; jede 
Wurzel ro einer solchen Gleichung erzeugt einen Quaternionkörper, 
d. h. einen Normalkörper achten Grades mit der Gruppe Q, und man 
kann beweisen, dass auf diese Weise jeder Quaternionkörper entsteht, 
der die Quadratwurzeln aus 2 und 3 enthält. · 
Dass aber diese Gruppe Q, welche ausserdem schon in ganz 
anderen Untersuchungen aufgetreten ist, die in der Einleitung an-
gegebene wichtige Bedeutung für alle Hamilton'schen Gruppen besitzt, 
habe ich erst im Herbste 1895 erkannt, und die Darlegung dieser 
Bedeutung bildet den ausschliesslichen Gegenstand der vorliegenden 
Abhandlung. 
Man überzeugt sich zunächst leicht, dass Q keine anderen Theiler 
als Normaltheiler besitzt. Bezeichnet man der Kürze halber die durch 
irgend welche Elemente qJ, 1/J, x ... erzeugte Gruppe mit dem Symbol 
[ qJ, t/J, x, . . . ], so dass z. B. [ qJ J die aus allen Potenzen von qJ be-
stehende cyklische oder reguläre Gruppe oder Periode bedeutet, so hat 
Q offen bar nur die folgenden sechs Theiler 
(17) [1], [E], [a], [{1], [r], [a, ß] = Q; 
dass [1] und Q Normaltheiler von Q sind, ist eine allgemeine Eigen-
schaft aller Gruppen; dasselbe gilt von [ E] , weil E mit allen Elementen 




Q = [a] + [a] ß 
ist. Also ist Q im Sinne der Einleitung wirklich eine Hamilton'sche 
Gruppe. 
§ 2. 
Kennzeichen der Hamilton'sohen Gruppen. 
Um die allgemeine Form aller Hamilton'schen Gruppen zu finden, 
ist es zweckmässig 1 aus ihrer Definition, wie sie in der Einleitung 
gegeben ist, einfachere charakteristische Kennzeichen abzuleiten, welche 
in den folgenden Sätzen enthalten sind; dass dieselben auch für die 
Abel'schen Gruppen gelten, welche also, wenn auch nur vorläufig, ~ls 
ein specieller Fall der Hamilton'schen Gruppen anzusehen sind, braucht 
kaum bemerkt zu werden*). 
*) Man könnte vielleicht beide Arten von Gruppen unter dem gemeinsamen 
Namen von Normalgruppen :msammenfassen. 
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I. Die erforderliche und hinreichende ·Bedingung dafür, dass R 
eine Hamilton'sche Gruppe ist, besteht darin, dass, wenn fJJ, '1/J irgend 
welche Elemente von R bedeuten, das Element l!J-1'1/Jl!J eine Potenz von 
'1/J, also in der Periode [ t/1] enthalten ist. 
Denn wenn R eine Hamilton'sche (oder Abel'sche) Gruppe ist, 
so muss fJJ-1['1/J] fJJ = ['1/J], also rp-11/JfJJ eine Potenz von w·sein. Um-
gekehrt, wenn diese Bedingung durch alle Elemente fJJ, '1/J einer Gruppe 
R erfüllt wird, und S irgend eine in R enthaltene Gruppe bedeutet, 
so wird, wenn 1/J alle Elemente von S durchläuft, fJJ-1 '1/J fJJ als Potenz 
von '1/J ebenfalls in S enthalten sein; mithin ist die aus den Elementen 
!P-1 '1/J rp bestehende Gruppe fJJ-1 S fJJ ein Theiler von S und folglich 
= s' w. z. b. w. 
Dieses Kennzeichen lässt sich in einer für unseren Zweck noch 
bequemeren Fo'rm ausdrücken, wenn man das durch die Bedingung 
(20) '1/Jlp = l!JWE 
definirte Element 
(21) E = c w-1 cp-1 t/1) lp = w-1 c fJJ-l"" fJJ) 
einführt, welches wir der Kürze halbtlr den Oommutator der Elemente 
fJJ , '1/J nennen wollen*); der vorige Satz geht dann, weil 
[fJJ-1] fJJ = [fJJ] fJJ = [fJJ] und 1/J-1['1/1] = ['1/J] 
ist,· offenbar in den folgenden über: 
II. Die erforderliche und hinreichende Bedingung dafür, dass R 
eine Hamilton'sche Gruppe ist, besteht darin, dass der Oommutator E 
von je zwei in R enthaltenen Elementen fJJ , 1fJ ein gemeinsames Element 
ihrer Perioden [ fJJ] , [ '1/J] und folglich auch mit allen Elementen der durch 
fJJ und '1/J erzeugten Gruppe [ fJJ , '1/J] permutabel ist. 
Die nächsten Folgerungen, welche sich hieraus mit Zuziehung der 
bekannten, für je zwei Elemente f!, 6 einer beliebigen Gruppe und 
für jede ganze rationale Zahl s gültigen Identität 
(22) (l-1o• I? = (E?-1 o I? )• 
ergeben, bilden den folgenden Satz: 
111. Ist E der Oommutator der Elemente rp, 1/J einer Hamilton'schen 
Gruppe, so ist 
(23) '1/J"lpm == lpm'I/JnEmn 1 
!..mnl(l-·1) (24) (fJJm'l/1")1 = lpmltPntE2 1 
und die durch fJJ und '1/J ereeugte Gruppe ist 
(25) .• [l!J, '1/J] = [l!J] [t/1] = [t/1] [fJJ]. 
*) Ohne auf die Bedeutung dieses Begriffes für die allgemeine Gruppen-
theorie näher einzugehen, will ich nur den Satz erwähnen , dass der grösste in 
einem Normalkörper von der Gruppe G enthaltene .Abel'sche Körper zu derjenigen 
Gruppe gehört, welche durch alle in G enthaltenen Commutatoren erzeugt wird. 
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tPt = cpr t/J'' 
der Oommutator der Elemente cp1 , t/11 • 
Wendet man nämlich die Identität (22) auf das Beispiel () == cp, 
o = t/J, s = n an, so wird "-1u() = cp-1'1/Jcp = t/JE, und weil t/J zu-
folge II mit e permutabel ist, so erhält man 
cp-lt/Jncp = (t/Jc)" = t/J"c111 
also 
w-n cp-11/Jn = 811 cp-1; 
setzt man daher in (22) jetzt p = 1/J71 , 6 = cp-1 , s = m, so wird 
"-1 0 p = e11 cp-1, und weil e11 mit cp-1 permutabel ist, so erhält man 
t/J-ncp-m'I/J" = (c"cp-1)m = 8mn cp-m, 
also die Gleichung (23), und hieraus folgt leicht durch vollständige 
lnduction der Satz (24); denn wenn derselbe für eine bestimmte ganze 
rationale Zahlt gilt (wie z. B. für t = 0), so folgt durch Multiplication 
mit lpmt/J" oder mit dem reciproken Element 1/J-"lp-m unter Zuziehung 
von (23), dass er auch für die beiden benachbarten Zahlen t + 1 gilt. 
Aus (23) und (26) folgt ferner 
cp1 t/J1 = cpm(t/J"cpr) t/J' = cpm+rt/Jn+•e"r, 
1fJ1 cp1 = cpr('I/J'cpm) 1/J" = cpm+rt/Jn+aems1 
und da E Potenz von 1/J ist, so sind alle Producte cp1 1/J1 von je zwei 
in dem Complex [ cp J[ 1/J] enthaltenen Elementen cp11 1/J1 in demselben 
Complex enthalten, woraus (25) folgt; zugleich ergiebt sich aus den 
beiden vorstehenden Gleichungen auch der Commutator a1 in der 
Form (27), w. z. b. w. 
§ 3. 
Eigenschaften zweier nicht permutabelen Elemente einer Hamilton'schen 
Gruppe. 
Die zuletzt erhaltenen Resultate sind offenbar nur dann von 
Interesse, wenn die beiden Elemente cp, 1/J nicht permutabel sind, was 
wir im Folgenden annehmen; ihr Commutator E ist dann verschieden 
von dem Hauptelement 1 der Hamilton'schen Gruppe R; bedeutet 
daher e den Grad des Elementes E und der Periode [ E], so ist 
(28) e > 1, e• = 1. 
Wählt man nun die Exponenten m, n des Elementes cp1 in (26) so, 
dass m, n, e keinen gemeinsamen Tkeüer haben, so kann man die 
Exponenten r, s des anderen Elementes 7/J1 so bestimmen, dass 
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ms--: nr = 1 (mod. e) wird; nach (27) folgt hieraus li1 = li, und da 
der Commutator E1 der Elemente <p1 , tfJ1 nach Satz II eine Potenz 
von <p1 ist, so ergiebt sich nach (24) die Exi-stenz einer ganzen Zahlt, 
·welche der Bedingung 
(29) .!..mnt(t-1) 2 .. qJm t 1/Jftt li = li 
genügt. 
Um diesen Existenzsatz für unseren Zweck zu verwerthen, wird 
es nöthig, die Perioden [ <p], [ tfJ] und deren grössten gemeinsamen 
Theiler D, welcher bekanntlich selbst eine Periode ist, genauer zu 
betrachten. Da die Periode [ E] nach Satz II ein gemeinsamer Theiler 
von [ <p] , [ 1/J] , also auch ein Theiler von D ist, so ist der Grad von 
]) theilbar durch e, also von der Form de. Da ferner jedes Element 
in D von der Form <pm und zugleich eine Potenz von 1/J, also auch 
mit 1/J permutabel ist, so folgt aus (23), wenn man dort n = 1 setzt, 
dass Em = 1, also m durch e theilbar sein muss; alle Elemente von D 
sind daher Potenzen von <p8 , und da offenbar auf dieselbe Weise folgt, 
dass sie auch Potenzen von 1/J" sein müssen, so ist der grösste gemein-
same Theiler D der Perioden [ <p J, [ tfJ] zugleich derjenige der Perioden 
[ tp•], [ t/J8]; bezeichnet man daher die Grade der letzteren, weil sie 
durch den von D theilbar sein müssen, mit ade, bde, so sind ade2, 
bde2 die Grade von [<p], [t/J], und zufolge (25) ist nach einem be-
kannten Satze abde3 der Grad von [<p, t/J], woraus beiläufig folgt, 
dass der Grad einer Hamilton'schen Gruppe nicht kleiner als acht sein 
kann. Zugleich ergeben sich folgende Darstellungen unserer Gruppen: 
(30) [E] = [<padeJ = [t/Jbd•], 
(31) D = [<JJae] = [tfJb•] 
= [ E] (1 + <pa• + qJ2ae + . , , + <p(d-1)a•) 
= [li] (1 + t~Jb• + tfJ2be + , , , + 1jl(d-1)b•), 
(32) [<p] = D(1 + qJ + (/)2 + ... + qJae-1) 7 
(33) [t/J] = D(l + tfJ + tfJ2 + ... + tfJh-1), 
(34) [<p, t/1] = [<p] [t/J] = ['IJI] [<p] 
= [<p] (1 + tfJ + tfJ2 + ... + 1Jib•-l) 
= [1/J] (1 + qJ + (/)2 +, .. + qJa-1) 
und aus den beiden ersten Darstellungen von D folgt die Existenz 
von zwei ganzsn Zahlen h, k 7 welche den Bedingungen 
(35) <pa• = 1/Jbek7 tfJb• = <pa•h, hk = 1 (mod. de) 
genügen. 
Wir wenden uns nun dazu, den Existenzsatz (29) zur Geltung 
zu bringen; statt dies in voller Allgemeinheit durchzuführen, ziehen 
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wir es vor, ihn auf zwei specielle Beispiele von Zahlenpaaren m, n 
anzuwenden, was bequemer und ebenso erfolgreich ist. 
Erstes Beispiel. Bedeutet c den grössten gemeinsamen Theiler 
der beiden Zahlen 
(36) a = ca', b = cb', 
so setzen wir 
m=-ha', n=b'; 
dann haben die Zahlen m, n, e zufolge (35), (36) keinen gemeinsamen 
Theiler, und es giebt daher zufolge (29) eine ganze Zahl t, welche 
der Bedingung 
- ~ h.a' b't(t-l) 
q;-ha't'I/Jb't E 2 = E 
genügt. Da E Potenz von q; ist, so muss '1/Jb't in D enthalten, also 
b't zufolge (31) theilbar sein durch be = b'ce; mithin wird t = ceu, 
wo u eine ganze Zahl bedeutet, und da nach (35), (36) hieraus 
'1/Jb't = '1/Jbeu = q;athu = q;hdt 
folgt, so geht die obige Bedingung für t in 
1 
- 2 Aa'b'ceu(ceu-l) E = E1 
also in die Congruenz 
-- i ha'b' ceu(ceu -1) · 1 (mod. e) 
über. Da unter den Factoren der linken Seite sich auch die Zahl e 
befindet, so ergiebt sich durch Multiplication mit 2 das Resultat 
also zufolge (28) 
2 = 0 (mod. e), 
(37) e = 2, c2 = 1, 
und hierdurch geht die vorstehende Congruenz in 
ha'b' cu = 1 (mod, 2) 
über, woraus mit Rücksicht auf (36) auch 
(38) 1 = h = a: = b' = c = a = b (mod. 2) 
folgt. Die Grade von [tp], [tJ!] sind 4aa, 4bd, und zufolge (30) ist 
(39) E = tp'Aad = tJ!llbd. 
Der Grad der Gruppe [tp, .,P] ist = 8abd. -
Zweites Beispiel. Setzen wir 
m = a(d-h), n = b, 
so haben die Zahlen m, n, e zufolge (37), (38) keinen gemeinsamen 
Theiler, und ausserdem ist zufolge (38) das Product 
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mn=d-1 (mod.2); 
es giebt daher zufolge (29) eine ganze Zahl t, welche der Bedingung 
. .!. (d-l)t{t-1) 
rpa(d-h)t 1/Jbt 6 2 = E 
genügt. Da E Potenz von rp ist, so muss 1!1'' in D enthalten, also 
bt zufolge (31) theilbar sein durch be = 2b; mithin wird t = 2u, wo 
u wieder eine ganze Zahl bedeutet, also ~t(t-1) = u (mod. 2); mit 
Rücksicht auf (35), (39) wird zugleich 
JjJbt = 1/J2bu = rp2ahu = rpal•t 
1 
rpa(d-h)t'I/Jbt = q;adt = rp2adu = E", 
mithin kommt die. obige Bedingung für t auf 
Ed" = E 
zurück, woraus 
(40) d= 1 (mod. 2) 
folgt. -
Die in (37), (38), (39), ( 40) gewonnenen fundamentalen Resultate 
fassen wir zusammen in den folgenden Satz: 
IV. Die Grade von je swe{ nickt permutabe'len Elementen rp, fjJ 
einer Hamilton'schen Gruppe sind = 4 (mod. 8); beseichnet man die-
selben resp. mit 8r + 4, Ss + 4, so ist der durch 1/Jq; = rp'I/Jc definirte 
Oommutator 
(41) 
also vom Grade zwei. 
§ 4. 
Allgemeine Form der Hamilton'schen Gruppen. 
Mit Hülfe der eben gewonnenen Grundlage gelingt es nun ohne 
Schwierigkeit, die allgemeine Form aller Bamilton'schen (nicht Abel'-
schen) Gruppen R zu finden. 
Diejenigen Elemente "; einer solchen (oder auch jeder anderen) 
Gruppe R, welche mit jedem Element ro von R permutabel sind, bilden 
bekanntlich eine Gruppe, weil aus ";' ro = ro ";' und n" ro = ro ";" auch 
(:n:' :n;'') ro = ro(";' ";") folgt; diese, offenbar Abel'sche Gruppe soll im 
Folgenden durchweg mit P bezeichnet werden. DaR eine Hamilton'sche, 
also nicht Abel'sche Gruppe ist, so muss P ein echter Theiler von R, 
d. h. verschieden von R sein, und es giebt mindestens zwei Elemente 
q;, 1/J, welche nicht mit einander permutabel und folglich auch nicht 
in P enthalten sind. Behalten wir für diese Elemente die Bezeich-
nungen unseres letzten Satzes IV bei und setzen wir 
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so ist 
a4 = ß4 = 1' 
und für den Commutator E der Elemente cp, 1/J, welcher vom zweiten 
Grade ist, ergiebt sich 
E = a 2 = {J2, E2 = 1 ; 
wendet man ferner den Satz (23) auf das Beispiel m = 2r + 1, 
n = 2 s + 1 an, so folgt 
ßa = aßE, 
d. h. E ist auch der Commutator der Elemente a, ß, welche folglich 
nicht mit einander, wohl aber mit E permutabel sind. Da nun aus 
der letzten Gleichung auch 
ßaß = aßc{J = aß2c = «E2 = a, 
aßa = a2ßc = cßE · = ßc2 = {J 
folgt, so ergiebt sich aus dem Vergleiche mit (15) in § 1, dass a, ß 
die erzeugenden Elemente einer Quaterniongruppe Q sind. Es gilt 
daher der folgende Satz: . 
V. In }eder Hamilton'scken GruppeRist mindestens eine Quaternion-
gruppe Q als Tkeiler enthalten. . 
Wir untersuchen nun im Folgenden die Beziehungen zwischen 
den beiden in R enthaltenen Gruppen P, Q, wobei wir für die letztere 
alle in § 1 benutzten Bezeichnungen beibehalten, und gelangen so zu 
der folgenden Reihe von Sätzen. 
VI. Der Grad jedes nickt in P enthaltenen Elementes cp von R 
ist = 4 ( mod. 8). 
Dies folgt unmittelbar aus IV, weil es mindestens ein mit cp nicht 
permutabeles Element 1/J in R giebt. 
.... VII. Das Quadrat }edes Elementes co von R ist in P enthalten. 
Denn wenn co in P enthalten ist, so gilt dasselbe auch von m2, 
weil P eine Gruppe ist. Wenn aber das Element ro nicht in P ent-
halten ist, so ist nach VI sein Grad _ 4 ( mod. 8), also der seines 
Quadrates = 2 (mod. 4), woraus nach VI folgt, dass m2 in P enthalten 
ist, w. z. b. w. 
VIII. Jedes Element m der Gruppe R ist permutabel mit wenigstens 
einem der drei Elemente a 1 {J 1 y der Gruppe Q, und swar entweder 
nur mit einem einsigen oder mit allen dreien. 
Ist nämlich m nicht permutabel mit a, so muss das von a ver-· 
schiedene Element m-1 a ro -= a-1 sein, weil es bekanntlich denselben 
Grad 4 wie a hat und ausserdem nach Satz I (in § 2) eine Potenz von a 
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ist; ebenso muss, wenn dasselbe Element ro auch mit {J nicht per-
mutabel ist, w-1 ß ro = {J-1 sein; da nun r = cc {J ist, so folgt hieraus 
w-Ly ro = ro-1 a{J ro = ro-t a ro . w-1 {J ro .:_ a-1 ß-1 = 'J'' 
al~o r ro = ro r, d. h. ro ist mit wenigstens einem der drei Elemente 
a, ß, r permutabel. Ist aber ro mit zweien von ihnen, z. B. mit a 
und mit {J permutabel, so ist es auch mit deren Product r, also mit 
allen dreien permutabel, w. z. b. w. 
IX. Der Grad eines mit a, ß, r permutabelen Elementes ro kann 
nicht durch vier theilbar sein, und der Inbegriff aller dieser Elemente ro 
ist die Gruppe P. 
Den ersten Theil dieses Satzes beweisen wir auf indirectem Wege, 
indem wir annehmen, der Grad eines mit a, {J (also auch mit r) 
permutabelen Elementes ro sei theilbar durch vier. Dann giebt es 
unter den Potenzen von ro, welche alle ebenfalls mit a, {J permutabel 
sind, auch zwei Elemente vierten Grades €! (und €!-1); nach der Funda-
mentaleigenschaft I der Hamilton'schen Gruppe R ist nun (J-1 (€Ja}{) 
eine Potenz (()«)" von €Jtx; weil aber €! permutabel mit {J ist, so folgt 
ß-1 (f.Ja)ß = €!ß-1 a{J = €Ja-1 , und weil €! permutabel mit a ist, so 
folgt (l!a)" = (J"a"; mithin ist (w-1 = (J"a", also (J1-" = a1-l-n. Dass 
dies aber unmöglich ist, ergiebt sich, wenn man die vier Fälle 
n- 0, 1, 2, 3 (mod. 4) durchgeht; im ersten und dritten Falle wäre 
nämlich (J = a, was dem Umstande widerspricht, dass ß mit (J, aber 
nicht mit a permutabel ist; im zweiten oder vierten Fall wäre 1 = a2 
oder (J2 = J., während doch a und €! vom vierten Grade sind. Uusere 
obige Annahme führt daher zu einem Widerspruch 1 und folglich ist 
der erste Theil des Satzes bewiesen. Es muss daher jedes mit a, {J, r 
permutabele Element ro in der Gruppe P enthalten sein, weil nach 
Satz VI der Grad eines jeden, in P nicht enthaltenen Elementes durch 
vier theilbar ist, und da umgekehrt jedes Element der Gruppe P zufolge 
ihrer Definition mit a, {J, r permutabel ist, so ergiebt sich auch der 
zweite Theil des Satzes, w. z. b. w. 
X. Der Inbegriff aller derjenigen Elemente ro, welche nur mit a, 
nicht mit (3, r permutabel sind, ist der Complex Pa. 
Der Grad eines solchen Elementes ro, welches nicht mit ß per-
mutabel, also auch nicht in der Gruppe P enthalten ist, hat nach 
Satz IV die Form 8p + 4, und zufolge (41) wird der Commutator der 
beiden Elemente ro, ß durch die Potenzen 
ro4P+2 = ß2 = 8 = a2 
dargestellt; wenn' ferner (iJ mit a, also auch mit a-1 permutabel ist, 
so folgt hieraus 
(roa-1)4P+2 = ro4P+2 a-(4.p+2J = a2a-2 = 1; 
mithin ist der Grad des Elementes ro a-1 nicht theilbar durch vier, und 
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hieraus folgt nach Satz VI, dass dieses Element in P, also w in dem 
Complex Pa enthalten ist. Umgekehrt, wenn ro = na irgend ein 
Element in Pa, also n mit allen Elementen permutabel ist, so ist 
ro a = n a2 = a ro , ferner roß = naß , und 
ßro = ßna·:= nßa = na1ßc = roßc; 
mithin ist jedes Element ro in Pa permutabel mit «, aber nicht 
permutabel mit ß, w. z. b. w. 
XI. Jede Hamilton'seke Gruppe R ist von der Form 
( 42) R = PQ = P + Pa + P ß + Pr, 
wo Q eine in R enthaltene Quaterniongruppe 
(43) Q = (l+c) (l+a+ß+r), 
und P die Abel'sehe Gruppe der mit allen Elementen von R permutabelen 
Elemente bedeutet; diese Gruppe P enthält kein einziges Element vierten 
Grades, wohl aber das in Q befindliehe Element zweiten Grades E, 
welches zugleich der Commutator von je zwei nicht permutabelen Ele-
menten der Gruppe R ist. 
Denn aus den drei vorhergehenden Sätzen folgt, dass jedes Ele-
ment ro der Groppe R in einem und nur in einem der vier Complexe 
P, Pa, P ß, Pr enthalten ist; die Behauptungen über P folgen aus 
IX und VII, weil c = a 2 ist. Da endlich die Elemente von P mit 
allen Elementen von R, ferner die Elemente von Pa nach X mit a 
und folglich auch mit allen Elementen desselben Complexes Pa per-
mutabel sind, so gehören zwei nicht permutabele Elemente auch zwei 
verschiedenen der drei Complexe Pa, Pfj, Py an; wählt man nun 
z. B. aus Pa, Pß nach Beliehen die beiden Elemente cp' = n' a, 
cp'' = n" ß, wo also n', n'' in P enthalten sind, so ergie bt sich 
, " I ,, R ,, , , "R. , " R ' " cp cp = n n a,.., cp cp = n n ,..a = n n a,..c = cp cp c, 
mithin sind diese Elemente cp', cp" nicht permutabel, und ihr Commutator 
ist = c, w. z. b. w. 
XII. Wenn in einer Gruppe G eine Quaterniongruppe Q und eine 
Abel' sehe Gruppe P enthalten ist, deren Elemente mit denen von Q 
permutabel sind, wenn ferner P das in Q befindliehe Element zweiten 
Grades E, aber kein einziges Element vierten Grades enthält, so ist das 
Produet PQ eine Hamilton'sehe Gruppe R. 
Aus der Permutabilität der Elemente von P mit denen von Q 
folgt zunächst, dass PQ eine Gruppe Rist; wählt man für Q wieder die 
bisherige Bezeichnung ( 43), so ist R von der Form ( 42), weil die 
Periode [c] = 1 + c der grösste gemeinsame Theiler von P, Q ist. 
Dass R keine Abel'sche Gruppe ist, folgt daraus, dass ihre Elemente 
a, ß nicht. permutabel sind. Um zu zeigen, dass R eine Hamilton'sche 
Gruppe ist, haben wir nach Satz I in· § 2 für je zwei Elemente q>, tfJ 
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nachzuweisen, dass qr11)!cp eine Potenz von 1{J ist. Wenn nun wenigstens 
eins dieser beiden Elemente in P enthalten ist, oder wenn sie beide 
demselben Complex Pa oder Pß oder Pr angehören, so sind sie 
permutabel, und folglich ist q;-1 t/l<p = 1/J. Wenn aber z. B. 1/J = 1ea 
in Pa 1 und qJ = zr;' ß in P ß enthalten ist, so wird 
<p-11/Jq; = p-1naß = nß-la(J = na-1 ; 
da nun der Grad von n nicht durch vier theilbar ist, weil sonst 
unter den (in P enthaltenen) Potenzen von '1t auch zwei Elemente 
vierten Grades wären, so ist der Grad von n 2 eine ungerade Zahl 
2m+ 1, also n-{4m+1l=n, mithin <p-11/J<p=na-1 =1jJ-(4m+1l, w.z. b.w. 
Hiermit ist das am Schlusse der Einleitung ausgesprochene Resultat 
der Untersuchung in allen Theilen begründet. 
Braunschweig, 9. August 1896 . 
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